LICNA RENTA U RATAMA

Ako se radi o renti u ratama, tj. ako se isplate vrse u razmacima kra¢im od
jedne godine (k puta godisnje), ubiracemo rentu od 1/k € k puta godisnje,
umjesto 1 € kao kod modela godisnje rente.

Miza odlozene privremene anticipativne rente u ratama je:
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Miza neposredne privremene anticipativne rente u ratama:
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LICNA RENTA U RATAMA

k-1

ald=a - W(EX0 —EX,) anticipativna privremena neposredna renta u ratama
(k) k - 1 - -
b)Y =b +——(EX,—EX_) dekurzivna privremena neposredna renta u ratama
al¥=a - k-1 anticipativna neposredna dozivotna renta u ratama
2K
k-1

bl =b +—= dekurzivna neposredna doZivotna renta u ratama



LICNA RENTA U RATAMA

k-1 . L
A= a - ?(EXm —EX,,.,) odlozena privremena anticipativna renta u ratama

b= b + %(EXm —EX_. ) odlozena privremena deklurzivna renta u ratama

m™~x,n—m">x,n

k-1 L .
al¥= a - e EX_ anticipativna odloZena doZivotna renta u ratama

b= b+ k-1 EX_ dekurzivna odloZena doZivotna renta u ratama



OSIGURANJE PREMIJAMA

U slucaju da aticipativna renta ima vrijednost jedan njena miza bi bila a.
Kako renta ima vrijednost jednaku visini premije P, njena miza je P-a_ .
Primjenjujuci princip ekvivalencije dobijamo jednakost:

P. a, = A A- visina jednokratne premije

A

p=""
a'X

P- visina premije za jedinicu osigurane sume

Sli¢no, ako se premija P uplac¢uje neposredno privremeno:

P-a  =A

5_ A
a

X, N 4




PREMIJA U RATAMA

Neka se premije plac¢aju k puta u toku godine dana, i neka je p() - premija u ratama.
Godisnja rata rente u ratama je k - P

Npr. ako se premija pla¢a n godina neposredno privremeno, tada vazi:

— (k) , q(k)
A=k-P™.a.;

d P(k) _ A
oanosno (k)
K-a,;

Ako je P — godiSnja premija tada je:
) polugodis$nja premija P ~ % -P-1,02=0,51-P

J kvartalna premija P® ~=.p.103=02575.P

1
4
1

J mjeseCna premija
) premy P2 = = P-104=0087-P 5



OBRACUN BRUTO PREMIJE

Troskovi osiguravajuceg drustva obuhvataju:

1. akvizicione troskove — troskove pribavljanja
osiguranja

2.1nkaso troskove — troskove naplate premije i

3. administrativne (upravne) troskove.



Visina jednokratne bruto premije za jedinicu osiguranog
kapitala iznosi

JB=IN+Xx,+y+2z-JB

odakle dobijamo da je

CIN+X +Yy
1-7

JB



Na osnovu principa ekvivalencije, suma
diskontovanih godisnjih iznosa d (na t=0, dan
zakljucenja ugovora), mora biti jednaka x, -visini
akvizicionih troskova, tj.

d-a, =X, i d-a,,=X

u zavisnostl od toga da li godisnje premije placamo
dozivotno ili za n godina.

Dalje je d — Xy d — X,
a'X ax,n
d:DX-Xl q DX.X1
N N o NX-I—I'l



Za upravne troskove vy, slicno prethodnom, imamo da
je e njihov alikvotni dio:
T
N N _Nx+n
za dozivotno ili privremeno placanje premija,
respektivno.

Sada je

. PN+d+e
PB—PN +d+e+z-PB odakleje PB=—— "% (¥

1-2z
Dakle, gornja relacija (*) predstavlja visinu
godisnje bruto premije potrebne da bi se osigurala
jedinica kapitala ili renta od | € godisnje. Iznosi d i
e odredeni su prethodnim relacijama.




Primjer 1.

Lice staro x godina je osiguralo kapital za slucaj
dozivljenja k godina (k>x) ), tJ. sa trajanjem od Kk-Xx
godina.

Akvizicioni troskovi su x=20%., upravni y=45%. od
osigurane sume, a inkaso troskovi su z=4% od
bruto premije. Odrediti, pa izraziti u promilima:

jednokratnu bruto premiju,

godisnju, za 20 godina, bruto premiju za ovu vrstu

osiguranja.
Rjesenje:
N Bk +0,02+ 0,045
a)JB =~ Y s .1.000%o

1—-7z 1-0,04



b)
PB:PN +d+e
1-7z

Ovdje je PN visina godisnje neto premije za osiguranje
kapitala za slucaj dozivljenja, a premije se placaju
neposredno privremeno za 20 godina.

-1.000%o

Primjer 2.

Lice staro 30 godina osiguralo je kapital za slucaj
dozivljenja 50-te godine i placa bruto premiju od 500 €
za 20 godina. Akvizicioni troSkovi su jednokratno 2%,
upravni troskovi su godisnje 5%o osigurane sume, a
inkaso troskovi su 2,5% od bruto premije. Koliki je
kapital? Kolika je neto premija?



RjeSenje:
Slicho kao u Primjeru 1 b) izraCunamo PN,

d=D,, - 0.02 e=0,005
N30 o Nso
pa iz (*) dobijamo PB - visinu bruto premije za jedinicu
osiguranog kapitala. 500
|z proporciie PB1=500:K dobijjamodaje K= =

Neto premija y, koja odgovara bruto premiji od 500 €
se dobija i1z razmjere:

y500=PN:PB  paje y=500-—_

Racun, uz upotrebu tablica, samostalno.



KRATKA REKAPITUALACIA:

Principi i metode finansijske matematike

* Princip ekvivalencije
(Koncept vremenske vrijednosti novca)

e Metode

1. Diskontovanja (specijalno: metoda sadasnje
vrijednosti)

2. Prolongacije



RACUN DIOBE

Opsti problem koji se rjesava PROSTIM RACUNOM DIOBE mozemo
formulisati na sljede¢i nacin: Datu veli¢inu A predstaviti kao zbir velicina
X1, X2, .. Xn, tako da te velicine budu proporcionalne ili obrnuto
proporcionalne datim velicinama a:;, a; .. a. sa istim koeficijentom
proporcionalnosti k.

n
A= X +X, ot X, = ) X
=1



PROSTI RACUN DIOBE

U slu¢aju OBRNUTE PROPORCIONALNQOSTI vaze relacije:

Zx A zx kY

|1a

Slijedi da je koeficijent
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RACUN SMJESE

Primjenjuje se u slucaju kada treba odrediti koli¢inu ili odnose roba iste
vrste ali razlicitog kvaliteta da bi se njihovim mijesanjem dobila roba iste
vrste ali odredenog kvaliteta.

KX,
o KXy H KX, + -+ KX, b ponderisana aritmeticka

o :n . .
X, + X, + -+ X, 3 x, sredina brojeva k. k,, ...k,
=1

ki - brojno izrazen odgovarajuci kvalitet robe od koje se pravi smjesa

Xi - potrebna kolic¢ina i-te robe



PROCENTNI RACUN

Razlomak _P_ zovemo procentom i oznacavamo sa p%

100 P
— = p%
100

Broj K od koga se izracunava procenat zove se osnova ili glavnica, broj p
procentna stopa, a proizvod procenta p% i glavnice K - interes ili

procentni iznos i. _ oK

odnosno zapisano u obliku proporcije:
K:1=100:p

Razlomak c¢iji je imenilac 1.000 zove se promil i za njegovu oznaku

koristicemo simbol %o
P _

P poy
1000 P



RAVNOMJERNA AMORTIZACIJA

A = ﬁ =A,=...=A_ godiSnje amortizacije su jednake

100
Vrijednost osnovnog sredstva krajem prve, druge, ... , n-te godine:

K,=K-A =K- ar K(1- a ) K - pocetna vrijednost osnovnog
100 100 sredstva,

K,=K, -A, = K—ﬁ-ﬁ = K(1-ﬁ) a - amortizaciona stopa,
100 100 100

K. - vrijednost osnovnog sredstva
krajem n-te godine

na
Ki=Kii—A, = K(l'm) A. - godisnja amortizacija za n-tu

godinu.
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RAVNOMJERNA AMORTIZACIJA

Uzastopne vrijednosti K, K, K,,...,K_osnovnog sredstva su ¢lanovi

aritmetickog niza ¢iji je prvi ¢lana, =K 1razlika d = -A, .
Amortizacioni fond zangodina je: A=A, +A,+..4+A =nA,
Osnovno sredstvo se otpisuje onda kada je njegova vrednost nula, tj.:

na
K. =0 od KQl-—)=0
i odnosno ( 100)

Iz ove jednacine dobijamo vijek trajanja osnovnog sredstva:

100
n=—"—
a

19



DEGRESIVNA AMORTIZACIJA

A —a%K=K, =K-A, = K- 2 _ka--2)
. N 100 100 N

A, =a%K, =— K(l-—)=K, =K, - A, =K(1- —)?
Ao =A0K, =100 K710 T e =K T A = K= 50)
A :i. K(l_i)n—l =K, = K(l—i)”

100 100 100
v'Godisnje amortizacije A:;, Az ... ,A. su prvih n uzastopnih ¢lanova
geometrijskog niza ¢iji je prvi ¢lan A: 1 koli¢nik g =1—%

v"Uzastopne vrijednosti osnovnog sredstva su ¢lanovi geometrijskog niza sa

prvim ¢lanom K i kolicnikom g :1—%

v'’Amortizacioni fond za prvih n godina je zbir prvih n ¢lanova
geometrijskog niza

n

1-¢

A=A +A,+...+A =A,
1-q

20



KAMATNI RACUN

Na novac K, koji neko lice (pravno ili fizicko) ulaze u neki posao, poslije
odredenog vremenskog perioda t dodaje se izvjesna suma I, tako da po
Isteku vremena t vazi da je:

K: - ukupan iznos po isteku vremena t

Kt = K 4] K - ulozena suma, glavnica ili kapital

t — obracunski period odnosno vremenski
Interval po ¢ijem isteku se dodaje 1znos |

| - kamata ili interes za taj period

21



KAMATNI RACUN

Kamata I se racuna kao procenat p% od:

m ulozene sume K — DEKURZIVNI obracun kamate
m konacne sume Kt — ANTICIPATIV NI obracun kamate

Kod dekurzivnog obrac¢una kamata se racuna i dodaje glavnici na
Kraju perioda, a kod anticipativnog se obracun i odbijanje kamate
vrsi pocetkom perioda.

Broj p se zove kamatna (ili interesna) stopa 1 vezana je za
odredeni vremenski period, naj¢esc¢e jednu godinu.

Za obracunski period se obi¢no uzima jedna godina (=360 dana),
jedan semestar, jedan kvartal, jedan mesec, jedan dan, ili ponekad
beskonacno mali interval.

22



EKVIVALENTNE KAMATNE STOPE

Za dekurzivnu 1 anticipativnhu kamatnu stopu p. | p. Kazemo da su

EKVIVALENTNE ako za datu glavnicu daju isti krajnji iznos.

K, =K+ P, K odnosno K, =K-(1+—% P

100 100
K, = K+pa L odnosno K,=K- 100
100 100- p,
P _ 100
100 100-p, ) 100p,
=
1z prethodne relacije slijedi: 100-p,
100
P, =

100+ p,

23



PROSTI I SLOZENI INTERESNI RACUN

Neka je glavnica K ulozena u banku uz godisnju dekurzivnu kamatnu
stopu p 1 godisnji obracun kamate na vise, npr. n godina.

K,=K+i, =K+ ﬁ ‘ K: —1znos krajem prve (pocetkom druge) godine \
100

Za drugu 1 sve sljedece godine kamatna stopa p se primjenjuje:
v" naglavnicu K- PROSTI INTERESNI RACUN il

v na ukupan iznos iz prethodne godine (tj. na iznos koji se
dobija kao zbir glavnice K i svih kamata) — SLOZENI
INTERESNI RACUN

24



PROSTI INTERESNI RACUN

Oznacimo sa Kw ukupan iznos krajem m-te godine (pocetkom (m+1)-ve
godine) i sa in Interes za m-tu godinu. Pri prostom interesnom racunu, za
m=1, 2, ... ,n vaze relacije:

K=K+ P ok o PR 2K g IR
100° 100 100 100
i1 = i2 =...= in svi godisnji interesi su jednaki
KLK =K K = =K —-K 1znosi Ky, Kz, ... K. obrazuju
Lboooe "™ aritmeticki niz &iji je prvi €lan
Kirazlika j - PK

100

25



SLOZENI INTERESNI RACUN

: pPK P
K =K+i. =K+ — =K(l1+-")=K
: : 100 ( 100) a
pKl 2 .. P
f— j— j— :1 —_—
K, =K, + 100 Kig=Kg® gdjeje qg=1+ 100

K, =Kq" K=K,/q"

Iznosi K, Ko, ... ,Kn obrazuju geometrijski niz ¢iji je prvi ¢lan K i
koliénik q.



NOMINALNA, RELATIVNA I KONFORMNA KAMATNA STOPA

Neka je p — godisnja kamatna stopa

Ukoliko se obracun kamata vrsi m puta godisnje, onda godisnjoj
kamatnoj stopi p za m-ti dio godine odgovara kamatna stopa:

P _RELATIVNA kamatna stopa za m-ti dio godine.
m

Konacna suma K., koju dobijamo ulaganjem sume K, uz godisnju
kamatnu stopu p 1 uz m obracuna godisnje, i1znosi:

K, = Kl,m =K, 1+ 10gm)m

Za n godina, pod istim uslovima, konacan iznos bi bio:

p nm
K =K,(1+
n,m 0( 100m)



KONFORMNA KAMATNA STOPA

KONFORMNA kamatna stopa za m-ti dio godine (p~) koja odgovara
godisnjoj kamatnoj stopi p je ona kamatna stopa ¢ijom primjenom m puta
na glavnicu K, pri slozenom interesu, dobijamo isti iznos kao i pri ulogu
glavnice K na jednu godinu uz godisnju kamatnu stopu p i1 godisnji
obracun.

P P ym
Kl+—)=K(@+-—=
( 100) ( 100)

odakle je

p
—100-("|1+—— —1
P, ( 100 )

28



NOMINALNA KAMATNA STOPA

NOMINALNA kamatna stopa je jednaka proizvodu konformne stope pm
(za m-ti dio godine) i broja m.

1z relacije: (1+ &)m :1+L
100 100
Primjenom binomnog obrazca dobijamo da je:

2 m
1+mpm + m (pmj +...+( pmj =1+L
100 2 \100 100 100

Odbacivanjem treceg i svih daljih ¢lanova na lijevoj strani, slijedi:

mp, <p nominalna kamatna stopa je manja od odgovarajuce
godisnje stope

0 < P za datu godisnju kamatnu stopu p, odgovarajuéa konformna
™" m stopa je manja od relativne kamatne stope m-tog dijela gozdgine



ESKONTNI RACUN

|‘<n T I<0 + np n
36.000 K.- nominalna vrijednost mjenice
np K. — eskontovana vrijednost mjenice
K, =K, (1- ) L
36.000 p — godisnja kamatna stopa
n - broj dana za koje treba obracunati kamatu
v _Kn-np
" 36000

Ovako obracunata kamata zove se (komercijalni) ESKONT.

Prilikom obracuna eskonta dan eskontovanja se ne racuna, a posljednji dan
se racuna u broj dana za koje treba obracunati kamatu.



STOPA PRINOSA | DISKONTNA STOPA

Stopa prinosa se definiSe kao prirast kapitala (tj. interes) u
odnosu na pocetnu vrijednost kapitala. Ukoliko je iznos od K
novCanih jedinica ulozen za vremenski period t uz prost interes
po interesnoj stopi i, njegova krajnja vrijednost K, Ce iznositi

K,=K-(1+it) oy pole— X
K

Diskontna stopa se definiSe kao prirast kapitala (tj.diskont) u
odnosu na krajnju vrijednost kapitala. Pocetna vrijednost
kapitala Cija je krajnja vrijednost K, poznata, pri diskontnoj stopi
d i vremenskom periodu t, iznosi:

K=K, (1— dt)] e (dt=
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STOPA PRINOSA | DISKONTNA STOPA

Odredivanjem pocetne vrijednosti kapitala na osnovu
sljedece dvije relacije:
K.=K-(1+it) | K=K.-(1— dt)

dolazi se do izraza:

£
1+it

=1—dt

= K,(1—dt) =)

1+it

Odakle se sredivanjem dobija izraz za diskontnu stopu:
i

1+ it

d = gdje je i ekvivalentna stopa prinosa

Polazedi od iste jednakosti, stopu prinosa je moguce izraziti
preko njoj odgovarajuce diskontne stope kao:




IZRACUNAVANIJE CIJENA | PRINOSA HARTIJA OD
VRIJEDNOSTI

Cijena koju je investitor spreman da plati za bilo koji
finansijski instrument predstavlja sadasnju vrijednost
ocekivanog buduceg neto novcanog toka po osnovu
posjedovanja datog instrumenta.

Prema nacinu formiranja cijene i izraCunavanja prinosa,
hartije od vrijednosti trzista novca mogu biti:

» diskontne hartije od vrijednosti (kratkorocne drzavne
obveznice, komercijalni zapisi i bankarski akcepti);

" kamatonosne hartije od vrijednosti (depozitni
certifikati, kratkorocne obveznice drzavnih agencija itd).



DISKONTNE HARTHE OD VRIJEDNOSTI

Diskontne hartije od vrijednosti se prodaju po cijeni koja
je niza od njihove nominalne vrijednosti za diskont,
odnosno za visinu prinosa obecanog investitoru.

Najcesce diskontne hartije od vrijednosti su kratkorocne
drzavne obveznice, komercijalni zapisi i bankarski akcepti.

Obracun prinosa D vrsi se primjenom diskontne stope d
na nominlnu vrijednost NV, uvazavajuci broj dana n do
roka dospijeca hartije:

T
D=NVxXdx—
* 360



DISKONTNE HARTIJE OD VRIJEDNOSTI

Cijena diskontne hartije od vrijednosti koja se kupuje
prije roka dospjeca predstavlja razliku nominalne
vrijednosti i diskonta:
T
P=NV(1- dﬁ}

Cijena diskontnog instrumenta pomocu ekvivalentne
stope prinosa (umjesto diskontne stope) iznosi:




DISKONTNE HARTHE OD VRIJEDNOSTI

Stopa prinosa do dospijeca (yield to maturity) koju
ostvaruje investitor u finansijski instrument sa diskontom
utvrduje se primjenom sljedeéeg obrasca:

~ nominalna vrijednost — kupovna cijena 360
= M,
1 kupovrna cijena n

gdje je n- broj dana do dospijeca hartije

Ukoliko investitor proda hartiju od vrijednosti prije
njenog dospijeCa, ostvarice prinos adekvatno
vremenskom periodu drzanja hartije. Ostvarena stopa
prinosa u periodu posjedovanja hartije se moze
izraCunati kao:

; prodajna cijena — kupovrnacijena 360

b
kupovrna cijena n




KRATKOROCNE DRZAVNE OBVEZNICE

Drzava emituje kratkorocne obveznice radi finansiranja
kratkorocnog budzetskog deficita ili refinansiranja ranije
izdatih obveznica.

Visoka likvidnost i efikasnost trzista, kao i drzava u ulozi
garanta, uslovljavaju nerizican tretman ove vrste hartija.

Usled navedenih investicionih kvaliteta, stopa prinosa

kratkorocCni
stope drugi

Od americ

n drzavnih obveznica je najniza u odnosu na
n kratkoroCnih hartija od vrijednosti.

Kog naziva ove vrste hartija Treasury bills,

poticCe i globalno prihvaceni skraceni naziv T-bills.



KOMERCHUALNI ZAPISI

Komercijalni zapisi (papiri) su kratkorocne duznicke
hartije od vrijednosti koje izdaju nefinansijske
institucije, prvenstveno velika preduzeca visokog
boniteta.

Rokovi dospijeca komercijalnih zapisa iznose od 7 do
270 dana.

Relativno veci kreditni rizik za investitore
nadoknaduje se veclim prinosom u odnosu na
kratkoroCne drzavne obveznice.



BLAGAINICKI ZAPISI

Blagajnicki  zapisi  predstavljaju  kratkorocne
duznicke hartije od vrijednosti koje emituju
poslovhe banke radi prevazilazenja trenutnih
problema nedovoljne likvidnosti. Pored poslovnih,
blagajnicke zapise moze emitovati i centralna
banka, u cilju apsorpcije viskova likvidnosti iz
monetarnog sistema i u tom slucaju zapise mogu
kupovati iskljuCivo banke.

Relativno nizak rizik ulaganja u blagajnicke zapise
pracen je relativno niskim prinosom za investitore.



BANKARSKI AKCEPTI

Bankarski akcept je trasirana mjenica na banku |
akceptirana od banke, kojom se neopozivo nareduje
isplata mjeniche sume imaocu mjenice po naredbi
izdavaoca mjenice na odredeni dan.

Prilikom prodaje bankarskog akcepta, vrsi se eskontovanje
primjenom eskontne (diskontne) stope.

Rok dospijeca akcepta je od 30 do 270 dana, a najcesce 90
dana.

O roku dospijeca akcepta, banka donosiocu isplacuje
ukupnu nominalnu vrijednost instrumenta.



KAMATONOSNE HARTIJE OD VRIJEDNOSTI

Hartije od vrijednosti sa kamatonosnim prihodom se
emituju po cijeni koja je jednaka njihovoj nominalnoj
vrijednosti i imaju odredeni rok dospijeca.

Kupac ostvaruje kamatu I, koju emitent obecava da
plati na nominalnu vrijednost o roku dospijeca.

[=NV-i—
AT

Cijena o roku dospijeca kamatonosne hartije od
vrijednosti se izracunava kao zbir nominalne vrijednosti
| pripadajuce kamate.

- n
P=NV(1+iz2)



KAMATONOSNE HARTIJE OD VRIJEDNOSTI

Cijena kamatonosne hartije od vrijednosti, u izabranom
trenutku nakon njenog emitovanja, predstavlja sadasnju
vrijednost iznosa koji Ce biti primljen po dospijecu,
diskontovanog primjenom aktuelne kamatne stope na
trzistu novca:
T]'E
P — NV - 5 360

Mo
1+ i, == 35:]

P’- trziSna cijena hartije u odredenom trenutku izmedu dana
emitovanja i roka dospijeca;

i. — kamatna stopa pri izdavanju instrumenta;

i, - kamatna stopa pri prodaji instrumenta;

n_- broj dana od kupovine do roka dospijeca;

n_ — broj dana od prodaje do roka dopsijeca;

n — broj dana posjedovanja instrumenta.



KAMATONOSNE HARTIJE OD VRIJEDNOSTI

Prinos za investitora u slucaju prodaje kamatonosne
nartije prije njenog roka dospijeca utvrduje se
corigovanjem odnosa ostvarene razlike u cijeni i
Kupovne cijene za period posjedovanja hartije.

Ukoliko je hartija prethodno kupljena na dan
emitovanja, i zatim prodata prije roka dospijeca po
cijeni P’, investitor bi ostvario prinos u iznosu:

P — NV 35:]_(1:" R 360
NV n NV 7

1 =

gdje je n - broj dana posjedovanja hartije.



KAMATONOSNE HARTIJE OD VRIJEDNOSTI

Postoji mogucnost da investitor kupi kamatonosnu hartiju
nakon dana emitovanja, a zatim da je proda prije dana
dospijeca. Ostvareni prinos u periodu posjedovanja hartije
moze biti utvrden prema obrascu:

. Mm
1+ i, 35‘]_1}.@

mn

diesu: =¢ N,
gd] 1+1335

i —ostvareni prinos u periodu posjedovanja hartije

i..- kamatna stopa pri kupovini instrumenta
i.- kamatna stopa pri prodaji instrumenta
n_- broj dana od kupovine do roka dospijeca
n. - broj dana od prodaje do roka dospijeca
n - broj dana posjedovanja instrumenta



DEPOZITNI CERTIFIKATI

Depozitni certifikat je potvrda koja glasi na odredenu
sumu nhovca deponovanog u banci, na odredeni rok i
uz odredenu kamatnu stopu.

Za banke kao njihove emitente, depozitni certifikati
predstavljaju alternativu pribavljanju sredstava putem
klasichog depozita, i koriste se kao instrument za
upravljanje rizikom kamatne stope. Certifikati o
depozitu na trziStu novca se emituju sa rokovima
naplate od sedam dana do jedne godine. Placanje se
vrSi donosiocu ili po nalogu deponenta, a pripadajuca
kamata se isplacuje u momentu isplate glavnice.
Kamata se obracunava na osnovu stvarnog broja dana
do roka dospijeca i dodaje glavnici o roku dospijeca.



POTROSACKI ZAJMOVI

Nastavljajuci isti postupak zakljucujemo da je kamata za posljednji mjesec:

[100_(n_1).1oo] p _100 p _p

n 1.200 n 1200 12n

Zbir svih kamata je:

k=—P 100+ 100- 2%+ P _.00-2.1%, P 100
1200~ 1.200 n ' 1.200 N 1200 n
=L-{100+(100—@)+(1oo—2-@)+...+@}
1200 , - -

Zbir u srednjoj zagradi je zbir prvih n ¢lanova aritmetickog niza ciji je prvi

¢lana, =100, n-ti g = 100 , pa je:

n
__ P

-E(a1+an): P .2(100+1OO)= p 100(n+1)
1200 2 1200 2 n 1.200 2




POTROSACKI ZAJMOVI

- (n+Dp
24

Ako je K nominalni iznos zajma I s%K  obavezno ucesce, za otplatu

ostaje 1znos K —s9pK uvecan za kamate. Kako je ukupna kamata na 100
nj. kamatni koeficijent k, to ukupna kamata na iznos K —s%K 1znosi

Kamatni koeficijent

k. K=K 54 slijede relacije:
100
—c0
K—S%K+k-K S%0K ukupni dug
100
—c0
R:E-{K—S%K+k-K S/"K}
n 100

1 mjesecna rata (prosjeéni anuitet)

k sK
R==—-(1+—) (K——
n ( 100) ( 100) 47



PERIODICNE UPLATE I ISPLATE

RACUN ULOGA se bavi obragunom kona¢nog iznosa pri ulaganju
jednakih novéanih uloga u jednakim vremenskim razmacima, a RACUN
RENTE - pri podizanju istog nov¢anog iznosa.

Uvedimo sledeée oznake:

U - novcani iznos koji se, npr. pocetkom (anticipativni ulozi) svake godine
za n godina uz kamatnu stopu p i dekurzivno i slozeno kapitalisanje ulaze u
banku.

Un - ukupan iznos poc¢etkom m-te godine

U_- ukupan iznos krajem m-te godine(m=1, 2, ..., n)



PERIODICNE UPLATE

Slijede relacije:

U =U U =U+PY _uq q=1+-P
100

100

U,=Ug+U=U(l+q) U, U(1+q)+U(iooq)p Ug(1+q)

U,=Ugq(l+q)+U=Ul+g+q?) U,=Ugq(l+q+q°)

U =Ul+q+q°+...+49" ) =U

q" —1
qg—1

U =Ug@+q+9g®+...+9"") =Uq



PERIODICNE ISPLATE

Pretpostavimo da se od iznosa K ulozenog uz dekurzivnu godisnju
kamatnu stopu p za n godina pocetkom (anticipativna renta) svake godine
podize isti iznos - renta R. Oznac¢imo sa K _ preostali novcéani 1znos
pocetkomisa K_ preostali nov¢ani iznos krajem m-te godine. Tada je:

K,=K-R K,=(K-R)g=Kg-Rq
K, =(K-R)q—R=Kq-R(1+0q) K, =Kq* -Rq(1+0)
K,=K,-R=Kg*-R({1+q+q°) K,=Kg’-Rq(l+q+q°)

m_ ' - m_l
K, =Kg"* -R3 L Km=KQ-4mq 1
q-1 q-

Suma K se iscrpe onda kadaje K_ =0, tj.:

Kq™ = Rg 3 -1 ili Kq™* =R ~1
q-1 q-1




INVESTICIONI ZAJMOVI

Pretpostavimo da se zajam K vra¢a za n godina krajem godine uz
dekurzivnu godisnju kamatnu stopu p 1 godisnji obracun kamata. Tada vaze

sledece relacije:
dYa, =Y R+,
> R,=K
K. =R,
K, =0 (*)

Gdje je :

Km- preostali dio zajma (glavnog duga);

am-godisnji anuitet;

Rm — odgovarajuca rata za m-tu godinu, m =1, 2, ... ,n
Im - Interes za m-tu godinu,m=1, 2, ... ,n.

Napraviti plan otplate (amortizacije) zajma znaci izracunati sve
navedene velicine Km, Im, Rm, am 1 svrstati 1h (radi bolje preglednosti) u

odgovarajucu tabelu.
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VRACANJE ZAJMA JEDNAKIM RATAMA

R,=R,=...=R_=R, R:E

n
. _PK . _p(K-R) i :p[K—(n—l)R]
1000 ° 100 =~ 7 100
a,=R+1, a,=R+1,, ... ,a =R+1_

Uzastopni godisnji interesi obrazuju artimeticki niz ¢iji je prvi ¢lan iz, n-ti
¢lan in i razlika _ PR , pa je zbir svih godisnjih kamata :

100

n:(pK+pK_ pK+ pK ).n_pK(n+1)

Zim =(i,+1.)-—
2 100 100 100 100n" 2 200
Godisnji anuiteti obrazuju artimeticki niz ¢iji je prvi ¢lan as, n-ti ¢lan an i
razlika _ PR, pa je zbir svih godiSnjih kamata :
100

Sa, =Y, +nR=PROHD K[1+ p(””)}
200 200




VRACANJE ZAJMA JEDNAKIM ANUITETIMA
KRAJEM ROKA

Godi$nji anuiteti su jednaki I iznose:

i, = PK, =K, =K, + PK, —a=K,g-a=Kg°-ag-a=Kqg’-a(l+q)
100 0

. K K

i, = 205 =K, =K, + 208 —a=Kqg’-a(l+qg+9°)
pK

= 1 sK =Kg"—-a(l+g+g°+...+q"
"= 100 »=Kag"'—a(l+q+q q") -



VRACANJE ZAJMA JEDNAKIM ANUITETIMA
KRAJEM ROKA

Zajam je vracen kada je Kn =0, tj..

a(l+q+...+g" ) =Kq"

Izraz u zagradi je zbir od n ¢lanova geometrijskog niza ¢iji je prvi ¢lan
1, koli¢nik q, pa je:

q — n
a = K
a-1
Odnosno godisnji anuitet je:
a=Kq" - =
q" -1

|z poznatog anuiteta i interesa odredujemo ratu:

R =a_—1_=a—I_



VRACANJE ZAJMA JEDNAKIM ANUITETIMA
KRAJEM ROKA

Dokazimo da uzastopne rate obrazuju geometrijski niz Ciji je prvi ¢lan
R1 i koli¢nik q.
Kako je: _ _ _

a=R, +1, | a=R, +1,

Izjednacavajuci desne strane 1 zamjenjujuél iz I Iz SVojim vrijednostima,
dobijamo da je:

K, K
D =R, + Pr
100 100
Odnosno: _
R2=Rl+p(K K) _r o PR Py
100 100 100
R, =R

Rm — Rm—lq — qu "

Na isti se nacin provjerava da je: |
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VRACANJE ZAJMA JEDNAKIM ANUITETIMA
POCETKOM ROKA

P
K,=K-a+(K-a)- =Kg-a

Kz=<K1—a)+(r<1—a)-%=KqZ—aq(1+q)

K, =Kqg’>—-aq(l+qg+q°)

n-1
K,1=Kdq - aq ] =
q-1
Neka je Kn’ ostatak zajma pocetkom n-te godine. Tada vazi:
Kn — Kn—l —a

Iz uslova Kn’=0 dobijamo anuitet:




SLUCAJ ANTICIPATIVNOG OBRACUNA KAMATA

= Zamjenom anticipativne ekvivalentnom dekurzivnhom stopom, obracun
mozemo napraviti kao u prethodnim slucajevima.

= Medutim, zajmodavac moze da trazi da se kamate 1 efektivno daju
unaprijed. U tom sluc¢aju korisnik dobija zajam umanjen za kamatu, tj, ako je
(anticipativna) kamatna stopa p:

Kp (__)__ . 100
100 100 r 100—p

= Zbir sadasnjih vrijednosti svih anuiteta (ako se pla¢aju krajem termina) je:

a a a

+ =+

r r r
= Prema principu ekvivalencije, imamo da je:

K a a a
— =—_*T—57T...t—  odnosno
I rr I




INTERKALARNA KAMATA
1 Korisnik zajma, obi¢no, ne podize cio zajam odjednom, nego u
djelovima - tzv. fransama - zavisno od tempa realizacije projekta za
koji je dobio zajam.
J Interkalarna kamata se pla¢a za vrijeme koje protekne od momenta
dobijanja transe do pocetka vra¢anja zajma (tzv. grace (grejs) period).
J 3 metode obracuna interkalarne kamate:

1. Kamata se obracunava prostim interesnim racunom uz primjenu
dogovorene kamatne stope na cio zajam za polovinu broja termina.

2. Prostim interesnim racunom kamata se obrac¢una za svaku transu
posebno za jedno polugodiste manje od ukupnog broja termina.

3. Kamata se obracunava po slozenom kamatnom rac¢unu za svaku
transu posebno, a za broj termina se uzima broj polugodista umanjen
za jedan za svaku transu pojedinacno. Kamatna stopa je polugodisnja
relativna ili konformna.



ISPITIVANJE RENTABILNOSTI INVESTICIJE

METODA RAVNOMJERNIH EKVIVALENTNIH
GODISNJIH TROSKOVA (EGT)

1 Metoda se sastoji u tome da se svi troskovi (bilo da su godisnji ili zbirni)
po svim varijantama svedu na jednake godisnje iznose. Ona varijanta po
kojoj su ti troskovi najmanji bi¢e najrentabilnija.

J  Ukoliko troskovi koris¢enja i1 odrzavanja nijesu isti svake godine onda
najprije treba izracunati njihovu sadasnju vrijednost, koja c¢e biti
osnovica za obracun anuiteta. Tako nastaju EGT koris¢enja I odrzavanja.
Nabavna vrijednost masine i sl. je ve¢ sadasnja vrijednost pa ¢e se EGT
od nabavne vrijednosti dobiti primjenom obrasca za anuitet, gdje je K
jednako nabavnoj vrijednosti. Ukupni EGT jednak je zbiru prethodna
dva EGT-a.



METODA SADASNJE VRIJEDNOSTI

] Metoda se sastoji u tome da se svi troskovi po svim varijantama svedu
na sadasnje troskove (trenutak t=0 ) i tako svedeni troskovi uporede.

1 Ako investicije ne daju isti efekat tada se izracuna neto efekat investicije
(kapitalna vrijednost investicije) za t=0 , kao razlika sadasnje vrijednosti
prihoda i sadasnje vrijednosti troskova.

1 Ako je rije¢ o rentabilnosti jedne investicije, ona je rentabilna ako je
njen neto efekat pozitivan. Prosjec¢ni godisnji neto efekat investicije
dobijamo ako izracunamo anuitet od neto efekta (za t=0).

Metod sadasnje vrijednosti kvantifikuje o¢ekivanu rentabilnost investicije u
apsolutnom monetarnom iznosu za razliku od anuitetnog metoda, koji pruza
mogucnost kvantifikacije prosjecnih velic¢ina karakteristicnih za investiciju.
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Prinos na obveznice

 Ocekivana stopa prinosa obveznice je

diskontna stopa koja izjednacava sadasnju
vrijednost buduéih novCanih tokova sa
tekucom trziSnom cijenom obveznice.

 Racunsko odredivanje istovjetno odredivanju
IRR stope (bice obradeno kasnije)
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VREDNOVANJE DUGOROCNIH OBVEZNICA

P—E+E+C+ +E'+NTJ’T_E_('1+'1+'1+ +1::|+NF
B o i Sl S S S Y ol
C ; N1
Pzﬁ(T”'1+T”"+T”_3+---+1}+;—n
g r*—1 NV
= 4
rm r—1 rh

P - trzisna cijena obveznice;

C — godisnja kuponska kamata koju investitor prima od
emitenta obveznice;

NV- nominalna vrijednost obveznice;
n — rok dospijeca obveznice;

p — trzisna kamatna stopa (diskontna stopa), u teoriji se
naziva i prinos do dospijeca (yield to maturity)



VREDNOVANJE DUGOROCNIH OBVEZNICA

U sluCaju prodaje obveznice prije roka dospije¢a, obraCun prinosa koji
investitor ostvaruje uzima u obzir kako kuponsku kamatu, tako i ostvareni
kapitalni dobitak/gubitak, kao razliku izmedu ostvarene prodajne i
kupovne cijene obveznice. Ukupna stopa prinosa za investitora | u periodu
posjedovanja obveznice utvrduje se prema obrascu:

su:
C — godisnja kuponska kamata;

P, — berzanski kurs obveznice u godini t;

P.,; — berzanski kurs obveznice u godini t+1;

_E+Pr+1_Pr
= P,

I




Duracija
* Duracija obveznice je mjera osjetljivosti njene
cijene na promjenu kamatnih stopa.

n tCF,
=11 4+ Ry)E
Duration = ( b)
Py

Veca duracija, veca osjetljivost na promjenu kamatnih

stopa, vedi rizik !!!

e gdje je:
— n — broj godina do dospijeca;
— CF,=novcani tok u godini t
— R,= ocekivana stopa povracaja

— P,= sadasnja vrijednost obveznice
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Duracija i konveksnost

v
MD:—?/—p = 1& — mod ifikovana duracija
+P
Z tCF,
t
p- _{d+p) —duracija => — —vrij.obvezn.
Y% t (1+ p

oV 5 (t+t*)CF,

2 t
C = P = 1 d+p) —konveksnog

V V(1+ p)°

ﬂ:—MDAp ic Ap® +
V 2

Kriva prinosa— grafi¢. odnoscijene i prinosa



ODREDIVANIJE VRIJEDNOSTI AKCIJA

Emisioni kurs nove akcije je zapravo cijena po kojoj ce
prvi kupci kupiti tu novu akciju, ali ne za svoje potrebe
nego za dalju preprodaju. Emisioni kurs nove akcije
ukljuCuje i marzu (spred), kao naknadu za emisiju i
plasman akcija. Osim marze, na visinu emisionog kursa
utice i visina azija ili disazija, odnosno razlika izmedu
berzanskog i nominalnog kursa stare, ranije emitovane
akcije. Ukoliko je berzanski kurs akcije iznad
nominalnog, imamo azio, a ako je berzanski kurs isti ili
nizi od nominalnog, imamo disazio.

Emisioni kurs nove akcije = berzanski kurs stare akcije
+ marZa (spred) + godisnja dividenda
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ODREDIVANIJE VRIJEDNOSTI AKCHJA

Ako se pretpostavi da je investicioni horizont n
godina, a isplate dividendi D, godisnje, posljednja
isplata ukljuCuje i cijenu prodaje akcije na kraju n-te
godine P, tada Cevsadasnja trzisna cijena akcije P,
biti:

EI1 DE Drz P:r:!

Pn = + =+ .+ +
"T14+Ek (14E)? 14+ k)" (1+Ek)"

¢ __1(1+£r;}i (14 k)™
-;|_

gdje je k - trziSna kamatna stopa.



ODREDIVANIJE VRIJEDNOSTI AKCHJA

Realno je ocekivati da u dugom roku stopa rasta
dividendi (g) i trziSne cijene akcije ne moze da bude
vecCa od trzisne kamatne stope, odnosno da je uvijek
k>g, gdje je k trziSna kamatna stopa a g ocekivana
stopa rasta dividende u buducnosti.

Kako idemo dalje u buducnost, cijena P, se sve vise
smanjuje i tezi nuli, tako da se prethodna jednacina
moze predstaviti kao:

g
i Z 2
T L1+ k)
=1




ODREDIVANIJE VRIJEDNOSTI AKCHJA

NULTI RAST DIVIDENDE (g=0)
U ovom slucaju, uz pretpostavku da je n veliko, slijedi:

_Dp. t D
Z (1+ k)7 1+k -1 &
KONSTANTAN {NORMALAN) RAST DIVIDENDE (g=const)

Ukoliko se ocekuje da u buducnosti dividenda konstantno
raste po stopi g, tada cCe iznos dividende koja ce se
primati u ma kojoj godini j biti:

EI}. — 1:']_ —|—g:]|.;'._1 -Ell
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ODREDIVANIJE VRIJEDNOSTI AKCHJA

Daljom zamjenom se dobija:

_ (1+g) 1D,

P, = .
. (1+ k)
=1

Ovdje je rijeC o geometrijskom nizu Ciji je kolicnik

g=—+9 4 iprvimé&lanom_2:_,
1+k (1+k)




ODREDIVANIJE VRIJEDNOSTI AKCHJA

PRIVILEGOVANE AKCIJE
Akcije koje vlasniku daju pravo na fiksne prinose:

A_E'
k

gdje je:

A — cijena privilegovane akcije;

D — iznos dividende;

k — stopa prinosa na privilegovanu akciju;
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TEOREMA O FAKTORU AKUMULACIJE

Ako su ¢ (1) 1 K(to,t) neprekidne funkcije (po nezavisno promjenljivoj t)
za t=t, ,1ako vazi princip konzistentnosti tada je:

tfa(t)dt
K(t,,t,) = Ke"

Dokaz ¢emo 1zvesti za K=1. Neka je f(t) = K(t,,t). Za t>t, 1uzucinjene
pretpostavke vazi:
5(t) = lim i, (1) = lim K(t,t+h)-1 _lim k(t,,t)K(t,t + h) - K(t,,t)
h—0+ h—0+ h h—0+ K(to,t) . h

L Kt e =Kt ) 1 feh) - f(t) 1

= . f+(’[)
K(t,,t) noor h f(t) noo:  h (1)

12



SADASNJA VRIJEDNOST NOVCANIH TOKOVA

Funkcija sadasnje vrijednosti :
def, —J 3(5)s

V(t)=e°

To je diskontni faktor koji za t > 0 predstavlja sadasnju vrijednost 1 novcéane
jedinice date u trenutku t, aza t<0 predstavlja akumulaciju u trenutku O,
1 novcane jedinice ulozene u trenutku t.

Akoje §(t)=5, vt tadaje  V(t)=V
V=V(@)=e?
1

Diskontni faktor kod diskretnog kapitalisanja je -— a ovdje je
qt

. 1 1
e—St: eS —t:1+|—t: —t:—:Vt
(e")" =(1+1) (1+i) 0 73



DISKRETNI NOVCANI TOKOVI

Neka su dati tokovi novca Cu, Ce, ..., Cn U trenucima ty, t, ...

O [¢———

Sadasnja vrijednost diskretnih nov¢anih tokva 1znosi:

2.CyV (1)
=1

, Tn.
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NEPREKIDNI NOVCANI TOKOVI

Neka je p(t) visina novéanog toka u trenutku t za jedinicu vremena i neka t e[O,T]

def

(1) = M'(t), vt| 9djeje M(t) - ukupna visina novcanog toka izmedu O i t.

Ako je 0<a<B<T tada je ukupno placanje izmedu o I f3:

B B
M(B)—M(a) = [M (D)t = | p(t)dt
aizmedu t | t+Ata )
M(t + At) — M(t) = M (1) At = p(t)dt dt = At

Sadasnja vrijednost novéanog toka izmedu ti t+aAt:  V(t)p(t)dt
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Sadasnja vrijednost cijelog novéanog toka: JV(t)p(t)dt
0




RENTABILNOST INVESTICIONOG PROJEKTA

Neka je kamatna stopa konstantna 1 iznosi I. Projekat se okoncava u
trenutku T. Stanje na racunu u trenutku t=T:

)
>Cat+[p(tg"dt, q=1+i
0

Zat=0uz oznaku V= 1

q

NSV(i) = ' C V! +}p(t)tht

Ako 1 —> oo tada NSV(i)—C,

NSV(i) - funkcija neto sadasnje
vrijednosti razmatrane investicije uz
kamatnu stopu |

Za NSV(i)>0 investicija je rentabilna.
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RENTABILNOST INVESTICIONOG PROJEKTA

A

NSV(i)

6.000

Pretpostavimo da postoji stopa o
003 005 tal_<_va_da je NSV()=0 i da_NSV
° o . o mijenja znak sa + na - prolaze¢i kroz
i tu tacku.

0 0,02

lo - stopa dovoljna za namirenje
duga (IRR - internal rate of return)

tzv. interna stopa prinosa
Neka investitor pozajmljuje novac uz fiksnu stopu i.. Ako je NSV(i.)> 0

projekat je profitabilan.

Profit (ili gubitak) u trenutku T iznosi NSV(i,)g, q,=1+1i,

Uz pretpostavku da je NSV(10))=0 i da NSV mijenja znak sa + na - prolaze¢i
kroz tu tacku jasno je da je projekat profitabilan ako i samo ako je i, <i,

loje dakle kamatna stopa do koje investitor moze da pozajmljuje novac. -,



KOMPARACIJA DVA INVESTICIONA PROJEKTA

Neka investitor komparira dva projekta A i B.

Neka je 1. stopa po kojoj je novac pozajmljen.

Ako je

A

N
~

NSV, (i,) > NSV, (i,)

NSV(i)

rentabilniji je projekat A.

Sa sljedece slike je ocigledno da
Kriterijum vece stope io nije dobar jer
za  j, <i lzi,>i, neslijedii

NSV, (i,) > NSV, (i,)

78



SLUCAJ RAZLICITIH STOPA UZ KOJE INVESTITOR
POZAJMLJUJE I PLASIRA NOVAC

Oznacimo sa: J: - (aktivnu) stopu uz koju investitor pozajmljuje novac
J2 - (pasivnu) stopu uz koju investitor plasira novac

Razmotrimo slucaj j: ¥ j2

Vremenski trenutak u kojem je stanje jednako nuli (dug vrac¢en) zovemo
diskontnim periodom povracaja (DPP - discounted payback period) |
oznacavamo sa t.. Ako je

A(t) =Y C.(1+]) " + [ p(s)(L+],) °ds

s<t 0

tada je t: najmanje pozitivno t takvo da je A(t) >0.
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SLUCAJ RAZLICITIH STOPA UZ KOJE INVESTITOR
POZAJMLJUJE I PLASIRA NOVAC

Neka se projekat zavrSava u trenutku T.

Ako je A(T) <0 < NSV(J,) <0 tada t: ne postoji, tj. stanje na
Investitorovom racunu je stalno negativno.

Ako t:postoji akumulirani profit iznosi:

P=A(t)A+],) " + 2 C(1+],)"" + [ p(t)(1+],)""dt

tZtl t
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UTICAJ INFLACIJE

Ako je prisutna u prethodnoj teoriji 1 inflacija za koju je procijenjeno da
¢e rasti za jednu vremensku jedinicu uz stopu e tada imamo modifikaciju
Ct i p(t). Naime, nove vrijednosti tih velic¢ina su:

C:=(1+e)'C,

odnosno

p*(t) =(1+e)" -p(t)
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FINANSIJSKI DERIVATI (IZVEDENE HOV)

« OPCIJE
e FORVARDI
* FJUCERS
« SVOPOV

Nauciti njihove definicije i osnovne karakteristike



BIOMETRIJSKE FUNKCIJE

Funkeciju, koja starosnom dobu pridruzuje broj zivih lica tog starosnog
doba, ozna¢avamo sa | i zovemo FUNKCIJA DOZIVLJENJA.

1:N A [0,w]—= N[0,1(x,)]

IA
1(0)

w - oznaka za najdublju starost

|(X0)- broj ¢lanova polazne grupe
osoba starih X, godina
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BIOMETRIJSKE FUNKCIJE

I
1
pX — X+
l,
_1_ — Ix_|x+1
qx - px - I
X
Ix+n
an - I
X

vjerovatnoca da ¢e lice staro x godina dozivjeti
narednu (x+1)-vu godinu

vjerovatnoca da lice staro x godina nec¢e dozivjeti
narednu (Xx+1)-vu godinu

vjerovatnoca da ¢e lice staro x godina dozivjeti Xx+n
godina

vjerovatnoca da lice staro x godina ne¢e dozivjeti
X+n godina
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INTEZITET SMRTNOSTI

INTENZITET SMRTNOSTI px Je trenutna stopa smrtnosti lica starih x
godina). 1

X

| ST __I_

X

Ukoliko nije dat analiticki izraz za funkciju I, posto znamo njenu
vrijednost iz tablica smrtnosti, mozemo odrediti pribliznu vrijednost

Intenziteta smrtnosti pu:

Ix—l o Ix+1

Ky A

X

L | =1+ —I
primijetimo: x ~ 22 X2IX x4
) X
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SREDNJE TRAJANJE ZIVOTA

- Neka je T - numericka funkcija koja slucajno izabranoj osobi pridruzuje
trajanje zivota od x-te godine do smtri (broj godina zivota jos preostaje osobi
koja ima x godina).

- Srednje trajanje zivota se definise kao ocekivanje pomenute neprekidne
slucajne velicine T.

- Funkcija raspodjele slucajne veli¢ine T je:
F(t) =p(T<t) vjerovatnoca da ¢ée lice staro x godina
umrijeti do (x+t) godine
F(t)=4,
Gustina raspodjele je :  f(t) =F (t) =(,q,)

Ocekivanje od T je : e .
ET = [t(.q,) dt .
0



SREDNJE TRAJANJE ZIVOTA

Kako je izvod po t funkcije gustine: PX _ |X+t} —1
I _

X

Poslije primjene parcijalne integracije (u=t, dv—‘l'¥+t at ) dobijamo (l,=0):

X

eT=L 1, dt= [ pt
IX 0 0

Ukoliko nije dat analiticki 1zraz za funkciju dozivljenja, srednje trajanje Zivota je:

£T ~E+IX+1+IX+2 +..+1

2 I

X

w-1
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VJEROVATNO TRAJANJE ZIVOTA

Vjerovatno trajanje zivota se definise kao broj k, kojeg odredujemo iz relacije:

Kako funkcija {px opada od 1 do O kada t raste od 0 do w-x to ¢e takvo
k €(0,w — x) postojati. | vjerovatno¢a suprotnog dogadaja je 0,5.

U opstem slucaju k se odreduje interpolacijom uz upotrebu
mortalitetnih tablica.
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NEPOSREDNA DOZIVOTNA LICNA RENTA

Kako je ax jednako sumi ocekivanja slucajnih velicina Xi, vazi:
a, =EX,+EX, +EX, +...+EX,_,

=|—X-1+ s -£+ bz | 12 4+ o+ L, 1
L, Lo 1, ¢ L g™
_W_X|x+i 1
i=0 IX qi
Dx Dx+l Dx+2 DW
=—X 4 + + .t
Dx Dx Dx Dx

gdieje: N, =D +D,,+D,,+...+D, zbir diskontovanih brojeva zivih

lica starih x, x+1, ... godina.
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NEPOSREDNA DOZIVOTNA LICNA RENTA

Miza anticipativne rente od | € pri neposrednom dozivotnom osiguranju

licne rente 1znosi:

NX
a, =

DX
M=R-a,
b — |\Ix+1
X DX
b, =a -1

osiguranik mora uplatiti (odjednom) iznos ax
da bi mu osiguravac, godisnje (pocetkom
godine), isplac¢ivao rentu od | €.

miza anticipativne rente od R €

miza dekurzivne rente od 1 €

veza izmedu dekurzivne i anticipativne rente od 1 €
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ODLOZENA DOZIVOTNA LICNA RENTA

Ako isplate rente pocinju m godina poslije izvrsene uplate osiguranja (prvih m
godina isplate se ne vrse), imamo da je miza anticipativne rente od | €:

a, = %(: EX +EX_.+...+EX, )
o = Nxma miza dekurzivne rente od 1 €
m =X DX

Ova vrsta rente se koristi npr. kod osiguranja penzija.

Ukoliko osiguranik umre u toku prvih m godina ili u toku isplac¢ivanja,
miza ostaje u korist onih osiguranika koji dozive isplac¢ivanje.
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NEPOSREDNO PRIVREMENA LICNA RENTA

Ona se isplac¢uje najvise n godina od dana osiguranja (Sto zavisi od duzine
zlvota osiguranika).

Miza neposredne privremene n godina anticipativne li¢cne rente od 1 € je:

I I 1 I 1
a,,=EX +EX + . +EX , =2yl . "4 4, —
L L0 ¢
3 . = Nx B I\|x+n
DX
Ocigledno vazi relacija:  a,, =a,—.a,
b = Nyt = Nyin miza dekurzivne rente
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ODLOZENA PRIVREMENA LICNA RENTA

Ovo je model osiguranja licne rente kod kojeg je prva isplata poslije m
godina (ako je osiguranik ziv) a posljednja isplata (ako bude u zivotu) kad
osiguranik bude imao x+m+n-1 godina.

Miza anticipativne odlozene privremene licne rente od 1 € u ovom slucaju je
jednaka:

ma, , =EX +EX  +EX ,+...+EX_ . .,
| 1 | 1 | 1
— _X+m | . 4+ X+m+1 | — o+ X+m+n-1 ——
. g L Qg |, g
_ Nx+m B Nx+m+n
D

Vazirelacija: Ay ;= m8Qy " men Ay

N . —N _ .
b, =—nml XM mjza dekurzivne odlozene privremene rente od 1 €

m = Xx,n
Dx 93




OSIGURANJE KAPITALA ZA SLUCAJ DOZIVLJENJA

Osiguravajuce drustvo vrsi isplatu osigurane sume samo licima koja
dozive ugovoreni rok.

0 = Xn» — diskretna slucajna velic¢ina (koja predstavlja
q" vrijednosti diskontovane isplate)
X . o s e ,
n [N . n - broj godina pocev od x-te poslije Cijeg isteka ¢e
| | se izvrsiti ugovorena isplata (ako osiguranik bude u
\ X x Zlvotu) tj. n je trajanje osiguranja.
B =EX, :i- e
q" I,
D Bx — miza osiguranja kapitala za slucaj
B =—2" dozivljenja (x+n)-te godine ukoliko osiguramo
D, 1Iznosod 1€

Ako umjesto 1 € osiguramo R € miza ¢e biti jednaka RBx g



DOZIVOTNO
OSIGURANJE KAPITALA ZA SLUCAJ SMRTI

Osiguravac isplacuje (jednom) ugovorenu sumu nasljedniku
osiguranika, krajem godine u kojoj osiguranik umre.

Raspodjela slucajne velicine X- diskontovane isplate od 1€ :

T ]
- q q2 qW—x
X Ix B Ix+l Ix+1 B Ix+2 Iw—l B IW
) T

Po principu ekvivalencije, miza A« je u ovom sluc¢aju jednaka ocekivanju
slucajne velicine X, tj.:

&L Ix+i B Ix+i+1
A< = EX = Z il
i—o 0 |
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DOZIVOTNO
OSIGURANJE KAPITALA ZA SLUCAJ SMRTI

Za komutacione brojeve dx, Cx I Mx vaze sledece relacije:

d =1 —I

X+17

C, = (111
q
M =C, +C _,+.+C,,

Slijedi da je miza doZivotnog osiguranja kapitala za sluc¢aj smrti

1 w—-x-1 M
A =—>»C =—
X DX ; X+i D

X




ODLOZENO DOZIVOTNO
OSIGURANJE KAPITALA ZA SLUCAJ SMRTI

Osiguravajuée drustvo se obavezuje da ¢e ugovoreni kapital, oderdenom
korisniku (iz ugovora), isplatiti krajem godine u kojoj osiguranik umre,
pod uslovom da smrt nastupi poslije m godina od dana osiguranja.

0 1 1 1
m+1 m+2 W—X
‘. q q q
Ix B Ix+m Ix+m B Ix+m+1 Ix+m+1 B Ix+m+2 Iw—l o Iw
Ix Ix Ix Ix

Slijedi da je miza odlozenog dozivotnog osiguranja kapitala za slucaj smrti

DA, = EX=—em
D
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PRIVREMENO NEPOSREDNO
OSIGURANJE KAPITALA ZA SLUCAJ SMRTI

Osiguravac isplacuje osiguranu sumu nasljedniku samo ako osiguranik
umre u toku n godina od osiguranja.

Miza privremenog neposrednog osiguranja kapitala za slucaj smrti
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MJESOVITO OSIGURANJE KAPITALA

1. MJESOVITO OSIGURANJE KAPITALA SA JEDNOM ISPLATOM

- Oblik osiguranja kapitala pri kome se isplata vrsi ili osiguraniku, ako

ostane u zivotu, ili nasljedniku, ako osiguranik umre u toku trajanja
osiguranja.

- Ako se lice osigura na ovaj nacin ono placa dvije premije: premiju za
osiguranje kapitala za sluc¢aj dozivljenja 1 premiju za privremeno
neposredno osiguranje kapitala za slucaj smrti. Miza ovog vida
osiguranja je:

Dx+n+Mx_Mx+m
D

X

A =B +A, =
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MJESOVITO OSIGURANJE KAPITALA

2. MJESOVITO OSIGURANJE KAPITALA SA DVIJE ISPLATE

- Mjesovito osiguranje se moze ugovoriti I tako da budu predvidene dvije
Isplate: jedne osiguraniku, ako dozivi x+n godina i druge nasljednicima
na kraju godine u kojoj umire.

- Ako osiguranik umre prije isteka n godina tada se isplacuje samo jedan
1znos (nasljedniku) inace se ispla¢uju dva iznosa (jedan osiguraniku,
jedan nasljedniku).

- Jednokratna premija je suma premija onih osiguranja iz kojih se sastoji:
osiguranja kapitala za slucaj dozivljenja i dozivotnog osiguranja kapitala
za slucaj smrti:

Dx+n + |\/|X

D

X

A=B,+A =

Mjesovito osiguranje sve vise preovladava u savremenom osiguranju zivota.



OSIGURANJE PREMIJAMA

U slucaju da aticipativna renta ima vrijednost jedan njena miza bi bila a.
Kako renta ima vrijednost jednaku visini premije P, njena miza je P-a_ .
Primjenjujuci princip ekvivalencije dobijamo jednakost:

P. a, = A A- visina jednokratne premije

A

p=""
a'X

P- visina premije za jedinicu osigurane sume

Sli¢no, ako se premija P uplac¢uje neposredno privremeno:

P-a  =A

5_ A
a

X,Nn 101




Veza izmedu A i P- izvodenje

P|x+ P Ix+
A=P- L 2-|2:...

q I, q° |

P-a, =A P-a,,=A

X X,Nn




OSIGURANJE ODLOZENE DOZIVOTNE
LICNE RENTE PREMIJAMA

d
P ==+ t<n
d . :
! godiSnja premija odloZene doZivotne
N... anticipativne li¢ne rente
D N
P = = D t<n
' NX_NX” Nx_Nx+t
D

X

Ako se prva renta primi krajem (x+1) -ve godine godisnja premija je:

N

P — X+n+1

" N_-N

X X+t
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OSIGURANJE KAPITALA, DOZIVOTNO,
DOZIVOTNIM PREMIJAMA

Godisnja premija kod ove vrste osiguranja je:
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LICNA RENTA U RATAMA

k-1 L .
al¥ ~a ——"(EX,—EX ) anticipativna privremena neposredna renta u ratama
’ T2k
(k) k - 1 - -
b)Y =b +——(EX,—EX_) dekurzivna privremena neposredna renta u ratama
al¥=a - k-1 anticipativna neposredna dozivotna renta u ratama
2K
k-1

bl =b +—= dekurzivna neposredna doZivotna renta u ratama
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LICNA RENTA U RATAMA

k-1 . L
A= a - ?(EXm —EX,,.,) odlozena privremena anticipativna renta u ratama

b= b + %(EXm —EX_. ) odlozena privremena deklurzivna renta u ratama

m™~x,n—m">x,n

k-1 L .
al¥= a - e EX_ anticipativna odloZena doZivotna renta u ratama

b= b+ k-1 EX_ dekurzivna odloZena doZivotna renta u ratama
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PREMIJA U RATAMA

Neka se premije plac¢aju k puta u toku godine dana, i neka je p() - premija u ratama.
Godisnja rata rente u ratama je k - P

Npr. ako se premija pla¢a n godina neposredno privremeno, tada vazi:

— (k) , q(k)
A=k-P™.a.;

d P(k) _ A
oanosno (k)
K-a,;

Ako je P — godiSnja premija tada je:
) polugodis$nja premija P ~ % -P-1,02=0,51-P

J kvartalna premija P® ~=.p.103=02575.P

1
4
1

] mjeseCna premija
J premij p(2) ~ 3 P.104=0,087-P 107



Visina jednokratne bruto premije za jedinicu osiguranog
kapitala iznosi

JB=IN+Xx,+y+2z-JB

odakle dobijamo da je

CIN+X +Yy
1-7

JB



Na osnovu principa ekvivalencije, suma
diskontovanih godisnjih iznosa d (na t=0, dan
zakljucenja ugovora), mora biti jednaka x, -visini
akvizicionih troskova, tj.

d-a, =X, i d-a,,=X

u zavisnostl od toga da li godisnje premije placamo
dozivotno ili za n godina.

Dalje je d — Xy d — X,
a'X ax,n
d:DX-Xl q DX.X1
N N o NX-I—I'l



Za upravne troskove vy, slicno prethodnom, imamo da
je e njihov alikvotni dio:
T
N N _Nx+n
za dozivotno ili privremeno placanje premija,
respektivno.

Sada je

. PN+d+e
PB—PN +d+e+z-PB odakleje PB=—— "% (¥

1-2z
Dakle, gornja relacija (*) predstavlja visinu
godisnje bruto premije potrebne da bi se osigurala
jedinica kapitala ili renta od | € godisnje. Iznosi d i
e odredeni su prethodnim relacijama.




